VL3. Grenzwerte im Unendlichen

A. Der Grenzwert

Beispiel 1: f(x) = 0,6 + 2
Flir immer grofier werdende Werte von x

y
f 5
\; nahert sich der Grayh dem
NI T Wert 2 beliebiq qgenau
2
1 Man schreibt mathematisch kurz:
-1 . 0 1 2 3 4 5 6 7 8X -
. lim f(x) = 2
X— 00

Beispiel 2: g(x) = 4 —1,5%

Y Fiir immer groféer werdende Werte von x

8
6 Verschwindet der Graph nach

g — unten,
2
0 X

-10 -8 -6 -4 -2_2 0 2 6 8 10 Man schreibt mathematisch kurz:
_4 -
6 lim f(x) = —©
X— 00
Beispiel 3: h(x) = 2 - sin (x)
y Fiir immer groféer werdende Werte von x

schwanielt der Gra?h zwischen
, +2 uhnd -2

Man schreibt mathematisch kurz:

0 2 4 8 10 - - - -
\/ lim f(x) existiert nicht
- X—00




Merke:

Fir x —» + counterscheiden wir drei Falle:

1. Die Funktion R‘OV\VET‘S)LQT‘E gegen einen bestimmten Wert a. D.h. ihr
Graph schmiegt sich fiir x = + c©beliebig nahe an die waagerech&a
Asymptote y=a an.

Mathematisch kurz:

lim f(x) =a

X—+00

2. Die Funktion diverqgiert bestimmt .D.h. ihr Graph
verschwindet fiir x — + ¢ nach oben (+ ©°) oder nach unten (— ©0).

Mathematisch kurz:

lim f(x) = too

X—+00

3. Die Funktion df,VET‘S\EET‘E unbestinmt .D.h. ihr Graph
schwankt fiir x = + ©© hin und her, ohne einem bestimmten Wert beliebig
nahe zu kommen.

Mathematisch kurz:

lim f(x) existiert nicht

X—+00

Fiir beliebig kleine Werte von x, also x — — <0, gilt es ebenfalls in gleicher Weise.




B Bruchfunktionen und ihr Verhalten im Unendlichen

Losung: lim ~+1=1 und lim —+1=1
x—+cox—2 xX——coXx—2
Beispiel 2: Gib die Grenzwerte von g(x) = xiz ,h(x) = x% undi(x) = x—14 fiir x - + 2 und

X = —ooan.

. . 1 . 1
Losung: lim — =0 und lim —==0
X—+ o x2 X—— 00 x?2
1 . 1
—==0 und lim —=0
x—>+oco x3 x——co x3
. 1 . 1
lim —=0 und lim —=0
x—>+00 x4 x—>—oo x*

Merke:
erke Fiir einfache gebrochenrationale Funktionen f(x) = xi" mitn € N gilt:

1.| lim i=O

x——oo X1

. 1
2.| lim —=20
X—>+0o X
Beispiel 1: f(x) = — Beispiel 2: f(¥) = —
eispie .f(x)—x eispie .f(x)—x2




Kleine Ubung: Bestimme die Grenzwerte fiir x —» + c©von

a) f(x)=x—12+4 lim f(x) =4 lim f(x) =4
X— o X—— 00
1 . _ . _
b) g(x) = 55 -5 Jlim g(x) = -5 Jim g(x) = -5
c) h(x) = 54;:22 Wichtiger Trick: Aus dem Zdhler und dem Nenner die héchste

Potenz des Nenners ausklammern.

Ausfiihrliche Lésung:
Term mit der héchsten Potenz im Nenner: x3
Shlop — 3. (2L 2
Zdhler: dx+2=x (x2 + x3)
Nenner: 5x34+2=2x3. (5 + %)
-0
3_< 4,2 ) 4, 2
x + —t=
2 .3 2.3
dh: lim 25F2 = jim T = i 22 =D =g
x=05x34+2  x—oo x3.<5+_3> xoe0 545
X X
_ 50
-5
auf die gleiche Weise: lim h(x) =0
xX——00
Il Hiet Grenziibergang !!
. 2x%+3
d) l(x) T 4x4+3x3
Term mit der héchsten Potenz im Nenner: x*
-2
4.(243 3
dh lim 23 T AT (2+3) — it 21
T xs o 4xt43x3 xoe x4.(4+§> x—co 4+§ 4 2
X X
-4

Il Hier Grenziibergang !!



C Potenzfunktionen und ihr Verhalten im Unendlichen

X - —ooan.

Lésung: lim x% = 4 co und lim x? = +oco
x—>+ 00 xX—— 00

lim x3 =+oc0 und lim x3 = —oco
x>+ 0 xX—— 00

Uberlege, wovon der Grenzwert der allgemein geschriebenen Potenzfunktion f(x) = x"
mitn € N abhdingt. Uberpriife deine Vermutung fiirn = 4 und n = 5, also h(x) = x* und

i(x) = x5:
lim x*=+4c0 und lim x* =400
xX—+ 00 x—>— 00
lim x° =+ und lim x5 = —co
x—+ 00 x—>— 00

Merke: | Bej den Potenzfunktionen f(x) = x™ mit natiirlichem Exponenten n (d.h.n € N)
gilt:

\/

1. fiir gerade n:

lim x™ =400
X—>—00
lim x™ =400 «
X2+t 0 1 2
4y
2. fir ungerade n: Graph von f(x) = x° 3
lim x" = —oo 2
X—>—00 1
. X
lim x™ =+ o0 1
X—+00

Kleine Ubung: Bestimme die Grenzwerte fiir x - + c©von

a) f(x)=3x3 lim f(x) = o lim f(x)=—co
X— o X—— 00

b) g(x) = —4x5 lim g(x) = — o0 lim g(x) = o
X— o X—— 00

c) h(x) = 2,5x3 + 2x? lim h(x) = oo lim h(x) = —o
X— o X—— 00



D Ganzrationale Funktionen und ihr Verhalten im Unendlichen

Ein Term, wie 2,5x3 + 2x2, heifdt Polynom vom Grad 3.
Allgemein: | Ein Term der Form
Apx™ + ap_x™ 1+ o+ apx? + ax + ag

heifdt Polynom vom Grad n. Die Faktoren vor den Potenzen, also a,,
An_1, - Ay, a1 Und ay heifden Koeffizienten.

Kann ein Funktionsterm auch als Polynom vom Grad n geschrieben
werden, nennt man sie Polynomfunktion (bzw. ganzrationale
Funktion) vom Grad n

fxX)=apx™+a,_1x" 1+ 4+ ax? + a;x + aq
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